LIMITES DE SUITES ET DE FONCTIONS

Connu :
- limites, asymptotes (H,V,0), ene-, en a, formes indéterminées
- Suites CV, DV, théoreme des gendarmes (pour léssjui

A connaitre :
- définitions : limite oo.
- Suite croissante non majorée (resp..)
- limite finie
- Limite en +oo d’une fonction, limite réelle, asymptote
- Limite en a d’'une fonction, limite réelle, asytote
- théorémes des gendarmes, de comparaison
- opérations sur les limites : + x : 0 ; fo B,

Méthodes a connaitre et exercices a faire :
- Déterminer une limite (suite ou °) avec la défomit
- Conjecturer, éventuellement avec la calculatrice
- reconnaitre les opérations sur les limites
- appliquer les théoremes gendarmes, encadrement
- Prouver qu’une droite est asymptote
- pour les polynémes, fractions rationnelles, ractasées : savoir factoriser, x gté

. L C
conjuguée, écriture ax + bm

- reconnaitre un taux de variation
- étudier des fonctions sans limite

Plan :

| LIMITES DE SUITES
1) Limite infinie
2) Suite croissante non majorée.
3) Limite finie.

[ EXTENSION AUX LIMITES DE FONCTIONS
1) Limite finie en o (& étendre erpe)
2) Limite infinie en +o© (& étendre en <o)
3) Limite finie en un réel x
4) Limite infinie en un réel

[l POUR DETERMINER DES LIMITES DE FONCTIONS
1) Théoréme « des gendarmes »
2) Théorémes de comparaison de fonctions.

IV OPERATIONS ET LIMITES
1) Limite d'une Somme de 2 fonctions (ou 2 suites)
2) Limite d’un Produit de 2 fonctions (ou 2 suites)
3) Limite d’un Quotient de 2 fonctions (ou 2 suites)
4) Limite de la composée de 2 fonctions
5) Limite de la composée d’une suite et d’une fonction




| LIMITES DE SUITES

1) Limite infinie
Dire gu’une_suite U a pour limiteo#, c’est dire que :
Tout intervalle de la forme [A ;ee[ contient tous les termes de la suite a partind’u
certain rang.

Dire qu’une_suite V a pour limiteee, c’est dire que :
Tout intervalle de la forme de ; B ] contient tous les termes de la suite a pditin
certain rang.

Notations : lim U,=+© lim Vp=-00
n - +oo n — +oo
On dit que U tend verso#, V vers ©o

Exemples : lim n2=+400 lim \/ﬁ =00 lim '=+ siq>1
n - +oo n - +oo n - +oo

2) Suite croissante non majorée.
Une suite U est majoré#il existe un réel M, tel que pour tout entieth,< M.
Une suite V est minorégil existe un réel m, tel que pour tout entieMp, = m.

Exemples la suite |} = \/ﬁ est majorée par 0. La suitg¥1 + % est minorée par 1.

Théoremes :
Si U est une suite croissante et non majorée, blaend vers 0.
Si V est une suite décroissante et non minorées &aend versco.

Démo : Si A est un nombre réel, il existe un rangdir lequel > A car U n’est
pas majorée. U étant croissante, tous les terniesrs seront plus grand que U
donc dans l'intervalle [A ; @o[

Remarque ces théoréemes restent valables si la monotongt wédable qu’a partir d’un
certain rang.

3) Limite finie.
L est un nombre réebire que U a pour limite [ c’est dire que :
Tout intervalle de laforme ] L—a; L + b [ (a0t b > 0) contient tous les termes de la
suite a partir d'un certain rang.

Onnote lim U, =L. On dit dans ce cas queconverge vers lou que U est

n - +co
convergente.
Exemples : lim 2+% =2 lim g'=0si0<qg<1
n - +o° n — +co

Vocabulaire 1ine suite qui n‘est pas convergente est dite derdefpar exemple si elle
tend vers 4o, ou si elle n’a pas de limite).

I EXTENSION AUX LIMITES DE FONCTIONS

1) Limite finie en +© (a étendre eree)




L est un nombre réelire que la fonction f__a pour limite L erps, c’est dire que :
Tout intervalle de laforme ] L—a ; L + b [ (a0>et b > 0) contient toutes les valeurs f(x)
des qu’ x est assez grand

. 1 _ . 1 . 1 .

Exemples L Iirgoo X—a_ « Ilmoo —a- 0 y llrpoo —Z(X D I_I,n-]oo—z(x - 0
lim =0 ash

X -+ q\[X —a

Représentation graphique : aal ﬂ

On (_jit que la Ejroite y = kst asymptote ) Hfﬂﬁ N A A A o n

(horizontale) a la courbe représenta(élle s’en TV VYV VY -

rapproche indéfiniment)

2) Limite infinie en 40 (& étendre en <o)
Dire que f a pour limite +© en +© c’est dire que :
Tout intervalle de la forme [A ;e[ contient toutes les valeurs de f(x) des qu’ xesstez
grand.

Dire que_g a pour limite <o en +© c’est dire que :
Tout intervalle de la formep= ; B ] contient toutes les valeurs de g(x) desxgest assez
grand

3
. . , X -2
Exemples: lim x2=+c0 lim \/} = -00 lim

X - +00 X - 400 X 400 X2+ 1

Représentation graphique : /

A partir de certaines valeurs de x, la courbeagbtrs au
dessus de 25.

On voit sur cet exemple une droite asymptote (oleljq

La droite d’équation y = ax+ b est asymptote dolarice en 7 I M M
+00 sj: :
m f(x) — (ax+b) =0

li
X — +00 /

3) Limite finie en un réel x
L est un nombre réebire que la fonction f a pour limite L en,xc’'est dire que :
Tout intervalle de la forme ] L—a; L + b [ (a0>et b > 0) contient toutes les valeurs f(x)
des qu’ x est assez proche de(®@ans un intervalle Jox 1 :Xo +¢[)

Exemples :

f(x) = x* — ¢ + 3x2 + 2x -1 :
Iim0 f(x) =-1 T
X —

dans ce cas Iicr)f(x) = f(0) ! \ ’ !
X -

_sinx
g(X)— X 03 0z o 09p a4 B 0z 03



Xllinog(x) =1

4) Limite infinie en un réel
Dire que_f a pour limite ¢ en %, c’est dire que :
Tout intervalle de la forme [A ;e [ contient toutes les valeurs def(x) dés qu’ xeastez
proche de x

Exemple f(x) = ﬁ { \

On dit que la droite d’équation x = -1 estymptote (verticale) a i
la courbe. Le

lim f(x) = +oo
X - -1

20+

Autre exemple f(x) =

X—4

La courbe n’a pas le méme comportement avant ésapr

lim f(x)=- et lim f(x)= +co L
Xo X~ & : 5 E]

o 2 4

o

On dit que ladroite d’equation x = 4 est asymptote a la
courbe.

-zod

Il POUR DETERMINER DES LIMITES DE FONCTIONS :théor émes de comparaison

1) Théoréme « des gendarmes »
Théoréme f, g, h sont 3 fonctions, L est un réel. ”
Si: * lim g(x)=L :
X —» +00
* Jim h(x) =L .
X —» +00
* Pour x assez grand : g(X)f(x) < h(x) 1
Alors lim f(x) =L —

X - 400

Démo : Soit unintervalle de laforme]L—a;L+b[. il 7+
existe M tel que si x >N alors g(x) est dans ]L —a ; L + b[. De méme ils& M, tel que

si x>Mj, alors h(x) estdans]L—a; L + b|.

De plus, il existe Mel que si x>M alors g(x)< f(x) < h(x). On appelle M le plus grand

de M, My, et M. Asix > M, f(x) estdans]L —a; L + bl.

10.

2) Théorémes de comparaison de fonctions. ’
Théoréme f et g sont 2 fonctions 5

Si: * lim g(x) =+
X — +00 /




* Pour x assez grand, f(¥)g(x)

lim f(x) = +oo
X - +00

Alors

Démo : Soit un intervalle de la forme [A 4. Il existe M, tel que si x >N,
alors g(x) est dans [A +o9[.De plus il existe iitel que si > My, alors f(x)> g(x). Si M
est le plus grand de Mt M, alors pour x >M, f(x) est dans [A 4.

Rq :de méme si Ii+m g(x) = -oo et pour x assez grand, f6&kg(x), alors Ii[rn f(x) = -0
X —» + X — 400

3) Exemples:

, , . COS(X . n+(-1
lim  sin(x) + x lim cos(y) lim 42—2
X o +00 X > 40 X n - 4o n

IV OPERATIONS ET LIMITES

Ces propriétés trés intuitives sont admises.

a désigne un réel, ouc#, ou - o
L et L’ désignent 2 réels
f et g sont deux fonction (ou 2 suites)

1) Limite d’'une Somme de 2 fonctions (ou 2 suites)
SOMME

Limite de f ena L L L 400 400 -co
Limite de g era L 400 -c0 400 -co -co
Limite def+ g era L+L 400 ) +co FI -co

Remarque tes formes indéterminées doivent étre étudiéesmaypar cas : on peut obtenfo+-
oo, un réel (méme 0) comme limite, voire pas de kndii tout (cf exercices)

2) Limite d’un Produit de 2 fonctions (ou 2 suites)

PRODUIT
Limite de f ena L L>0 | L>0] L<0O]| L<O| 4+ +00 -co 0
Limite de g ema +00
L’ +00 -00 +00 -00 +0o -00 -00
ou -©
Limitedefxgena | L.L +00 -co -co +00 +00 -co +00 Fl

(Idem au sujet des FI)

3) Limite d’un Quotient de 2 fonctions (ou 2 suites)

On supposera que g ne s’annule pas sur I'ensaehlldéfinition considére
g peut tendre vers 0 1)

. (Par contre

QUOTIENT
Limite de f ena +00 ou
L L +00 +00 - -00
Nee]
Limite de g em + +
g r+o | % U'so | <o | I'so | L<oO ~o o
Nee] Nee]
e f L
Limite de 9 ena 0 0 +00 -00 -co +00 =




QUOTIENT : quand g tend vers 0

Limite de f ema L > 0 ou 4o L <0ou <o L >0 ou 4© L <0 ou < 0

Limite de g era Oenrestant| Oenrestant| Oenrestant| O en restant
positif (0" positif (0" négatif (0 négatif (0

Limite de é ena +00 -00 -00 +00 =

4) Limite de la composée de 2 fonctions
a, b, ¢ désignent des réels ogot ou -

Propriété : Si limf(x) =b et Xlimbg(X) =cC
X - a -
Alors lim(gof)(x)=c
X - a

Exemple :Soit h(x) = ” Jlr - sur ]-7 ; #2[. On cherche Ii+m h(x).
X — 400

On pose f(x) = 1 - etg(X) = \/X.alorsh=gof.

Comme Ilim f(x)=0 et « Iimog(X) =0, d'apres le propriété de la limite de la

X — +00

composeée de 2 fonctions, +Iirh(x) =0
X = [e%e)

5) Limite de la composée d’une suite et d’une fonction
a, b,désignent des réels ogot ou - <o, U est une suite, f une fonction

Propriété :  Si lim Up=a et limf(x) = b

n — + X - a

Alors lim f(U,) =b
n - +oo

Exemple d'utilisation Déterminer Iim A /% +9
n - +oo

On pose W= % ] ””loo U, = 0 (suite géomeétrique 0 < q < 1)

f(x) = \/x +9 Iim0 f(x) =3
X —
Conclusion: Ilim A /in+ 9 =3
n - +oo 7

6) Quelgues méthodes.
Pour lever des indéterminations, on peut utiliser :
- Un encadrement + th. des gendarmes.
- Une inégalité + th. de comparaison
- Une factorisation quand x trend vers l'infini (aogiie au théoréme du monome de
plus haut degré)
- Reconnaitre un taux de variations
- Utilisation de la quantité conjuguée.

im x-Xx  lim @%bl lim \X+1 —x2

X - 4o X -0 X — +00



